Capitulo 10 = Diferenciacion

Comenzamos ahora el estudio del cdlculo. Las ideas involucradas en cédlculo
son totalmente diferentes a las de dlgebra v de la geometria. La fuerza e im-
portancia de estas ideas y de sus aplicaciones las aclararemos mds adelante en
este libro. En este capitulo introduciremos la lfamada derivada de una funcidn,
y usted aprenderd reglas importantes para encontrar derivadas. Verd también
como se usa la derivada para analizar la razén de cambio de una cantidad, como
la razén a la cual cambia la posicion de un cuerpo.

| Desarrollar la idea SpRnay) e S S e ——

recta langente a una curva, Uno de los problemas principales de que se ocupa el cdlculo es el de encontrar
imir la pendiente de una la pendiente de la recta tangente a un punto sobre una curva. Quizd en geome-
va, definir una derivada y tria usted vio que una recta langente, o fangente, a un circulo es una recta que
rle una interpretacion geo- toca al circulo en un solo punto (véase la fig. 10.1). Sin embargo, esta idea de
‘trica. Calcular derivadas por una tangente no es muy dtil en otras clases de curvas. Por ejemplo, en la figura
:dio del uso de la definicién 10.2(a) las rectas L, y L, intersecan a la curva en exactamente un solo punto,
limite. P. Sibien L, no la veriamos como la tangente en este punto, L, silo e¢s. En la fi- i

gura 10.2(b) podriamos considerar de manera intuitiva que L, es la tangente
en el punto P, aunque L, interseca a la curva en otros puntos.

Rectas
tangentes a un circulo.

L, es una recta tangente L;es una recta
en P, pero L, no. tangente en P.
(a) (b)

-IGURA 10,2

Recta tangente en un punto.

De los ejemplos anteriores, usted puede ver que debemos abandonar la

idea de que una tangente es simplemente una linea que interseca una curva en

y s6lo un punto. Para obtener una definicién conveniente de recta tangente, uti-

lizamos el concepto de limite v la nocién geométrica de recta secante. Una

)7 recta secante es una linea que interseca una curva en dos o mas puntos.

d Observe la grifica de la funcion y = f(x) en la figura 10.3. Queremos defi-

nir la recta tangente en el punto P. Si O es un punto diferente sobre la curva, la

linea PQ es una linea secante. Si O se mueve a lo largo de la curva y se acerca

a P por la derecha (véase la fig. 10.4), PQ’, PQ" etc..son lineas secantes carac-

teristicas. Si (7 se acerca a P por la izquierda, PQ,, PQ,, etc., son las secantes.

En ambos casos, las lineas secantes se acercan a la misma posicion limite. Esta

posicion limite comtn de las lineas secantes se define como la recta tangente a

la curva en P Esta definicion parece razonable, y se aplica a curvas en general
y no s6lo a circulos.

Una curva no tiene necesariamente una recta tangente en cada uno de sus

10.3 Recta tangente PQ. puntos. Por ejemplo, la curva y = |x| no tiene una tangente en (0,0). Como

puede ver en la figura 10.5, una recta secante que pasa por (0. 0) y un punto

cercano a su derecha en la curva, siempre serd la recta y = x. Asf, la posicidn

limite de tales rectas secantes es también la recta y = x. Sin embargo, una

recta secante que pase por (0.0) y un punto cercano a su izquierda sobre la

y=1f(x)




&0. 0)

FIGURA 10.5 No hay recta
tangente para la grifica de
y = |x|en(0,0).
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FIGURA 10.4 Larecta tangente es una posicion limite de
las rectas secantes.
curva, siempre serd la recta y = —x. Entonces, la posicidn limite de tales rec-
tas secantes es también la recta y = —x. Como no existe una posicién limite

comtn, no hay una recta tangente en (0,0).
Ahora que tenemos una definicién conveniente de la tangente a una curva
en un punto, podemos definir la pendiente de una curva en un punto.

Definicién
La pendiente de una curva cn un punto # es la pendiente. en caso de que exista.

1 . - 1 .
de la recta tangente en P.

Como la tangente en P es una posicion limite de las lineas secantes PQ, con-
sideremos la pendiente de la tangente como el valor limite de las pendientes de
las rectas secantes conforme O se acerca a £. Por ejemplo, consideremos la cur-
va f(x) = x? y las pendientes de algunas rectas secantes PQ, donde P = (1, 1).
Para el punto Q = (2.5,6.25),la pendiente de PQ (véase la fig. 10.6) es

V» — W _625—‘1_

Mpy = — = 35
re X5 —.X] 28— .1
¥
h
(2.5, 6.25)
_6.25-1_
i T
y=fx)=x2
Recta tangente
fan
/' X
FIGURA 10.6 Rectasecantea f(x) = x?que

pasa por (1,1) y (2.5,6.25).
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La tabla 10.1 incluye otros puntos Q sobre la curva, asi como las correspon-
dientes pendientes de P(). Observe que conforme QO se acerca a F, las pendien-
tes de las rectas secantes parecen aproximarse al valor 2. Entonces, podemos
esperar que la pendiente de la recta tangente indicada en (1, 1) sea 2. Esto se
confirmaré luego en el ejemplo 1. Pero primero queremos generalizar nuestro
procedimiento.

TABLA 10.1 Pendientes de rectas secantes a la curva f(x) = x*en P = (1,1)

o Pendiente de PO
(2.5,6.25) 25— D25 — 1]=235
(2,4) (4—-1)/(2—-1)=3
(1:5,2.25) (225 =1 YAEls = 1) =103
(1.25,1.5625) (15625 — 1)/(1,25 — 1) = 225
(1.1,1.21) (121 =1l — 1y=2:
(1.01,1.0201) (1.021 — 1)/(1.01 — 1) = 2.01

Para la curva y = f{x). en la figura 10.7 encontraremos una expresion pa-
ra la pendiente en el punto P = (x, f(x)).S1 0 = (x5, f(x,)), la pendiente
de la recta secante PQ es

. flx) — flx)

Mpy = :
e X T4

/(% £(X5))

™

[t f(XZ) - f("ﬁ)

J flg) - f(x)
oS =~ =i

X~ X

(x;, f(x,)

FIGURA 10.7 Recta secante que pasa por Py Q.

Si llamamos A a la diferencia x, — x;, podemos escribir x, como x; + h. Aqui
se debe tener que h # (), porque si i = (), entonces x, = x; y no existira recta
secante. De acuerdo con esto,

” flx, +h) — f(x) - flx, + k) — f(x;)

e T T+ ) — h
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Conforme Q se mueve a lo largo de la curva hacia P, entonces x, se acerca a x;.
Esto significa que /1 se aproxima a cero. El valor limite de las pendientes de las
rectas secantes, que es la pendiente de la recta tangente en (xy, f(x)), es el si-
guiente limite:

My, = ;llmo P
11—

0 de manera mas precisa

f(x1+h;*f(x1). 1

My, = lim

- h—0

En el ejemplo 1, usaremos este limite para confirmar nuestra conclusion ante-

rior de que la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) = x*en (1. 1) es
igual a 2.

" EJEMPLO 1 Determinacién de la pendiente de una recta tangente

Encontrar la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) = x* en el
punto (1, 1).

Solucion: la pendiente es el limite en la ecuacién (1) con f(x) = x*yx, = 1:
S = A = () (L&l — [
lim = lim
h—0 h h—0 h
142+ KR -1 . 2h+ W
= Iim = lim ——
h—0 h h—0 h
h(2 + h)
= lih ——= lim (2 -=k) = 2.
h—0 h fi—0

Asi, la recta tangente a y = x* en (1, 1) tiene pendiente igual a 2 (véase la
fig. 10.6).

Podemos generalizar la ecuacion (1) de manera que sea aplicable a cual-
quier punto (x, f(x)) sobre una curva. Si reemplazamos x, por x se obtiene una
tuncidn, llamada derivada de f, cuya entrada es x y su salida es la pendiente de
la recta tangente a la curva en (x, f(x)), siempre que la recta tangente tenga una
pendiente (esto es, que la tangente no sea vertical). Tenemos asi la definicion
siguiente, la cual constituye la base del calculo diferencial.

Definicion
La derivada de una funcién f es la funcién, denotado por f' (1éase “f prima™).
y definida por

Pl bl — 7 (F)

(x) = lim - —,
7'(x) b N

siempre que este limite exista. Si f'(.x) puede encontrarse. se dice que | es di-
Jerenciable v ['(x) se llama derivada de f en x, o derivada de f con respecto a
x. El proceso de encontrar la derivada se llama diferenciacion.
En la definicion de la derivada, la expresion
Flo+-h) — F(x)
h

se llama cociente de diferencia (cociente diferencial). Asi, f'(x) es el limite de
un cociente de diferencia cuando A — 0.
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de no ser desidioso cuando
de Immw'u de derivada

10 un limite. Escriba lim en cada
h—s()

o. antes de tomar el limite
lesgracia, atgunos estudiantes
cuidan tomar ¢l limite final, v /1
rece en su '
I manera

un examen.

que la

respuestas. Esta es

rapida de perder puntos

" EJEMPLO 2 Uso de la definicién para encontrar la derivada
Si f(x) = x% encontrar la derivada de f.

Solucion:  al aplicar la definicion de derivada se obtiene

. flx + k) = f(x)
’ ¥l = lfm 20 I S 1 B}
f( ) h—0 h
o W) — xt x4 2xh 4+ R — 2
= lim —— = lim
h—0 h h—0 h
2xh + K h(2x + h
i 2R BOX ) e ) =2
h—0 h h—0 h h—0

Observe que al tomar el limite tratamos a x como una constante, porque es
h y no x la que estd cambiando. Observe también que f'(x) = 2x define una
funcién de x, que podemos interpretar como la pendiente de la recta tangente
a la gréfica de f en (x, f(x)). Por ejemplo, si ¥ = 1, entonces la pendiente es
(1) = 2(1) = 2, que confirma el resultado del ejemplo 1.

Ademds de la notacién f'(x), otras formas para denotar a la derivada de
v = f(x)enxson

dy
dx
L f(0]
y' (v pri
D.y
D,[f(x)] [de x de F(x)]

dy
Advertencia La notacién _ d» due se denomina notacion de Leibniz, no

Y debe considerarse como una ’rracc10n aunque parezca una. Es un simbo-
lo sencillo para una derivada. Atn no hemos dado un significado a los simbolos
individuales como dy y dx.

/
TR

Si la derivada f'(x) puede evaluarse en x = x,, el muimero resultante
f'(xy) se llama derivada de fen xy, y se dice que f es diferenciable en x,. Como
la derivada nos da la pendiente de la recta tangente, se tiene:

f’(x,) es Ia pendiente de la recta tangente a la gréfica de y = f(x) en

(x1, f(x1))-

Otras dos notaciones para derivada de f en x; son

dy

dxli=x, ¥'(x1).
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" EJEMPLO 3 Determinacion de una ecuacion de una recta tangente

Si f(x) = 2x* + 2x + 3, encontrar una ecuacion de la recta tangente a la grd-
ficade f en (1,7).

Solucion:

Estrategia: primero determinamos la pendiente de la recta tangente calcu-
lando la derivada y evaludndola en x = 1. Usamos este resultado y el punto
(1,7) en la forma punto-pendiente de la ecuacion para una linea recta, y asi
obtenemos la ecuacién de la recta tangente.

Tenemos,
iR o ) — JiE
f'(x) = lim for T ) = S ) j(—)
h—0 h
" x+h)P+2(x+h) +3]— 22+ 2x+3)
= lim
h—0 h
— I 2 L Ash R 2 I~ 0~
h—0 h
dxh + 20" + 2}
= lim =T T2 = lim (4x + 24 + 2).
h—0 h h—0
Por lo que fllx)=4x +2
v (1) =4(1) +2=6.

Asi, la recta tangente a la grafica en (1, 7) tiene pendiente de 6. Una forma
punto-pendiente de esta tangente es
y —7=06(x—1).

Acostumbraremos expresar una ecuacion de la recta tangente en la forma
pendiente-ordenada al origen:

y—T7=6x—6,
y= 6x + 1.

/? Advertencia En el ejemplo 3 no es correcto decir que como la derivada
' Vesdx + 2, larectatangenteen (1,7)esy —7 = (4x + 2)(x — 1).Lade-
rivada debe evaluarse en el punto de tangencia para determinar [a pendiente

de la recta tangente.

/

" EJEMPLO 4 Determinacién de la pendiente de una curva en un punto

Encontrar la pendiente de la curvay = 2x + 3 en el punto en que x = 6.

Solucion: lapendiente de la curva es la pendiente de la recta tangente. Si ha-
cemos y = f(x) = 2x + 3, tenemos

dy 3 flx +H) = flx) [2(% + H) + 3] = (2% +3)

hat" i3 di 2 R

= = lim
dx  ho0 h H1—0 h

. 2h .
= lim— = lim 2 = 2.
h—0hn h—0




83. Encuentre la ecuacién de la recta ta

b

y=34+x— 5+
cuando x = (.

84. Repita el problema 83 para la curva

Y-

X

»

cuando x = 4.

85. Encuentre todos los puntos sobre la

en los que la recta tangente es horizontal.

86. Repita cl problema 85 para la curva

— % 1

-
I
A | T

87. Encuentre todos los puntos sobre la

.

y=x>=—5x+3
en los que la pendiente es 1.
88. Repita el problema 87 para la curva
~=3x + 4

3
_x
y 3

89. Si f(x) g
X

% =1

2x\/;'

= f(%).

[ Explicar la tasa ins-
tantdnea de cambio de una fun-
cién por medio de la velocidad e
interpretar la derivada como una
tasa instantdnea de cambio. De-
sarrollar el concepto “marginal”,
que se utiliza con frecuencia en
administracién y economia.

1]

o
o ] =
©w

FIGURA 10.12 Movimiento a lo
largo de una recta numérica.

1 p i
=V + ——. evalie la expresién
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ngente a la curva 90. Econmomia Eswarany Kotwal® estudian cconomias

agratias cn las que hay dos tipos de trabajadores,

4 .
& permanentes y eventuales. Los trabajadores perma-

nentes son empleados que tienen contratos a largo
plazo v pucden recibir prestaciones como vacacio-
nes y atencion médica. Los trabajadores eventuales
son empleados por dia y efectian trabajos menores
y rutinarios como desherbado, recoleccion y trillado.
La diferencia z en el costo del valor presente de
contratar a un trabajador permanente y a uno even-
tual estd dada por

curva

z = (1 + b)w, — bw,

donde w), y w, son los salarios de trabajo permanen-
te y eventual, respectivamente, b es una constante y
10, es una funcion de w,. Eswaran y Kotwal afirman

que
dz daw, b ]
= (1 + - .
di, ( J)Liwl I +b

curva
Verifique esta afirmacion.

91. Encuentre la ccuacion de la recta tangente a la gra-
fica de y = x* — 3x en el punto (2, 2). Grafique la
funcién y la recta tangente sobre la misma pantalla.
Observe que la linea pasa por (2. 2) y parece ser
tangente a la curva.

792, Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la gra-
fica de v = Vx en el punto (1. 1). Grafigue la fun-
cién y la recta tangente sobre la misma pantalla.
Observe que la linea pasa por (1, 1) y parece ser
tangente a la curva.

IM. Eswaran y A. Kotwal, “A Theory of Two-Tier Labor Markels in
Agrarian Economies™. The American Economic Review, 75, num. |
(1985),162-177.

10.3

Hemos dado como interpretacion gecométrica de la derivada, la pendiente de
la recta tangente a una curva en un punto. Histéricamente, una aplicacion muy
importante de la derivada implica el movimiente de un objeto viajando en li-
nea recta. Esto nos da una manera conveniente de interpretar la derivada co-
mo una razdn de cambio.

Para denotar el cambio en una variable x, por lo comiin, se usa el simbolo
Ax (1éase “delta x™). Por ejemplo, si x cambia de | a 3, entonces el cambio en x
es Ax = 3 — 1 = 2. El nuevo valor de x ( = 3) es el viejo valor mds el cam-
bio, 0 1 + Ax. De manera similar, si ¢ se incrementa en Ar, el nuevo valor es
t + Ar. Usaremos la notacion A en el analisis siguiente.

Supongamos que un objeto se mueve a lo largo de la recta numérica de la
tigura 10.12 de acuerdo con la ecuacidén

LA DERIVADA COMO UNA RAZON DE CAMBIO _

donde s es la posicion del objeto en el tiempo 1. Esta ecuacion se llama ecuacién
de movimiento y f'se llama funcién de posicion. Suponga que ¢ estd en segundos
y s en metros. En ¢ = 1,1a posicién ess = f(1) = 1* =1, y ent = 3 la posicién




4

ess = f(3) = 3> = 9. En este intervalo de 2 segundos el objeto tuvo un cambio
de posicidn, o desplazamiento, de 9 — 1 = 8 metros y la velocidad promedio
(Vprom) del objeto se define como

)0 Capitulo 10 = Diferenciacién

desplazamiento _
v DTOIT = . . . ( l)
. longitud intervalo de tiempo
8
=—-=4m/s.
> /

Decir que la velocidad promedio es de 4 m/s de t = 1 at = 3, significa que
en promedio, la posicidn del objeto cambia 4 m hacia la derecha cada segundo
durante ese intervalo de tiempo. Sean As y Ar los cambios en los valores s y ¢,
respectivamente. Entonces la velocidad promedio esta dada por

As 3
Vpom = AL T 4m/s {enelintervalotr = lat = 3).
ol rd . . P
La razén As/Ar se llama también razon de cambio promedio de s con respee- b
toarenelintervalodet = lar = 3.

Ahora, consideremos que el intervalo de tiempo sea de sélo 1 segundo (esto
. " }

es, At = 1). Entonces, para el intervalo mds cortodet = lar =1+ At =2,

tenemos f(2) = 2 = 4, por lo que

_ A _ SO =) a1
v prom At At 17 am/s,

Con mayor generalidad.en elintervaloder = Lat = 1 + At el objetose
mueve de la posicion f(1) a la posicién f (1 + Ar). Su desplazamiento es en-
tonces f (1 + At) — f(1):

As = f(1 + Ar) — f(1).
Como el intervalo de tiempo tiene una duracion Az, la velocidad promedio del
objeto estd dada por
_As _[(L+ AN - (1)

v = == F

prom A As

Si Ar se considerase cada vez mds pequefio, la velocidad promedio en el inter-
valoder = 1lar = 1 + Arseria cercana alo que podriamos llamar la velocidad
instantanea en el tiempo ¢ = 1, esto es, la velocidad en un punto en el tiempo
(t = 1), en oposicion a la velocidad en un intervalo de tiempo. Para algunos
valores representativos de Ar entre (L1 y 0.00], obtenemos las velocidades
promedio anotadas en la tabla 10.2, que usted puede verificar.

TABLA 10.2
Duracion del Velocidad promedio,
intervalo Intervalo de tiempo, As  f(d + A — f(1)
At t =1ar =1+ At Ar . Ar
0.1 t =1lar = 1.1 21 m/s 'L
0.07 t =1lar = 107 207 mfs
0.05 t = lat = 105 205 m/s
0.03 t = lat = 103 203 mfs
0.01 t = lar = 101 201 m/s ‘]
0.001 t = lar = 1.001 2001 m/fs
]
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La tabla sugiere que conforme la duraciéon del intervalo de tiempo se
aproxima a cero, la velocidad promedio tiende al valor de 2 m/s. En otras
palabras, cuando Ar tiende a 0, As/Ar tiende 2 m /5. Definimos el limite de la
velocidad promedio cuando At — 0, como la velocidad instantanea (o sim-
plemente la velocidad), v, en el tiempo ¢ = 1. Se llama también la razon de
cambio instantanea de s con respectoa s ent = 1:

) . Aw .. Hlwd)—=7{)
p= lm D= lim —— = lim ;
At—0) Ar—0AL Ar—0 At

Si pensamos en At como £, el limite a la derecha es simplemente la derivada
de s conrespectoaren = 1. Asi, la velocidad instantdnea del objetoent = 1
esds/drent =1.Comos =y

ds
_ = r‘
dr g
la velocidad ent = 1 es
ds _ o
v= S 2(1) = 2m/s,

lo que confirma nuestra conclusion anterior.

En resumen, si s = f(t) es [a funcién posicion de un objeto que se mueve
en linea recta, la velocidad promedio del objeto en el intervalo [¢,1 + Ar]
estd dada por

oA e AR = Fir)

’U e p—
prom At Af

y la velocidad en el tiempo ¢ estd dada por

S e — T, ds
Ar—0 At dt’

" EJEMPLO 1 Determinacién de la velocidad promedio v la velocidad

Supongase que la funcidn de posicion de un objeto que se mueve a lo largo de
una recta numérica esti dada por s = f(t) = 3t> + 5, donde t estd en segundos
v 8 en metros.

a. Encontrar la velocidad promedio en el intervalo [10, 10.1].
h. Encontrar la velocidad cuando t = 10.
Solucion:
a. Setiene aqui,7 = 10y Ar = 10.1 — 10 = 0.1. Tenemos
_As _ fe+ A — f(1)

v

o = e T At
(10 4+ 0.1) — £(10)
0.1
_ f(101) — £(10)
0.1

31103 — 305 6.03
0.1 0.1

= 60.3 m/s.




