Limites en el infinito y limites infinitos de funciones.
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La siguiente imagen representa la grafica de la funcion f.

Sobre ella responde a las siguientes preguntas marcando Verdadero o Falso:

i Noexiste lim_ f(x) oV 0o F
X—Xq
ii.  La funcién no esta definida en x1. oV o F
i lim f(x) =y, oV 0o F
X—Xg
iv.  La funcion es continua en x2. oV o F
v. lim f(x) =1y, oV 0o F
x—xgzt
vi.  Noexiste lim_f(x). oV o F
X—X3
Vil. La funcidn tiene una asintota vertical. O V O F

Escribe su ecuacidn si la respuesta es afirmativa: ...

e

viii.  La funcion tiene asintotas horizontales. oV [
Escribe sus ecuaciones si la respuesta es afirmativa: ...



Calcula

d) f(x)=
xX—=
1

¢ f(x)=

N fx)=12
xX—=
x—1

g flx)=

si x=1

si l<x<5

s5i x=6

si x<-4

5i —4<x<1

si l<x=7

si x>0

si x=0

h) flx)=

i) flx)=

D flx)=

k) f(x)=

si x>-1

siox<=-—1

si x>0

si x=<0

si =3<x<0

si D=x<l

si l<x=7

si x=1

si l<x<6

si b<x



Limite en el infinito

Cuando se calcula el limite de una funcién en el infinito se trata de determinar la tendencia que tendra la
funcion (los valores que toma) cuando la variable x se hace muy muy grande y positiva (x >+%) o muy muy
pequefia y negativa (x >— 0)

Si
lim f(x)=k
x—>t0
entonces la grafica de f'se aproxima a la recta horizontal y = k cuando x> +00. Dicha recta se denomina
asintota horizontal de /.

Como norma general para el calculo de un limite en el infinito se sustituye la variable x por ®© y se calcula el
limite.

Se verifican las siguientes “relaciones” entre 0, % y un nimero real £:

E:w E:O w0t k=00 E:oo 9:0 2=0 f:w koo =0
0 o0 k k o0
ok =0si k<0

of =c0si k>0

+00+00=+00 —00—00=—0

El valor del limite es el resultado de tal sustitucién salvo que aparezcan INDETERMINACIONES:
0 o
22 w—w 1 0° 0w

0 o

1.- Los limites fundamentales son:

lim in =0 Vn>0
x—to0 X

lim X" =10 Vn>0
x—>to0

2. Si fix) es un POLINOMIO de grado n: f(x) = a,x" +a, X" +...+a,x + a, entonces

. . n n—1 . n _
lim J(X) = lim (@,X" + @, ;X" +..+a;x +dg) = |im @,%" =+
X—>®0 X—>®0 X—>®0
y no tiene asintotas horizontales. Se dice que la funcién presenta una rama parabdlica.
Esto se aplica entre otras funciones a las rectas, parabolas y ctibicas.

3.- Si f es una funcién de tipo HIPERBOLA f(x) = entonces:
ax +
lim /(x)=0

y tiene asintota horizontal en la recta y = 0 (el eje OX).

4.- Si fes una funcién de tipo RACIONAL f(x) = M entonces:

m

0 si grado numerador < grado denominador

lim f(x)=< o si gradonumerador >grado denominador
x>+ a . .
b—” si grado numerador = grado denominador

m
Siendo 4, el coeficiente de mayor grado de P, y b, el coeficiente de mayor grado de 0,



n

La funcién tiene asintota horizontal en la recta y = 0 en el primer caso y a la recta ) =

m
en el tercer caso. En el segundo caso pueden suceder dos situaciones que veremos después.

5.- Si f{x) es una funcién RADICAL con radicando un polinomio de cualquier grado

-1
f(x)= \/anx” + aHx” +..+ax +a, entonces se cumple:

lim S ()= 1im danx” Jran_lx’“1 +..4tax +ay =4 lim @,x" Jran_lxr“1 +.o.tax +ap =
x—>too x—>*oo x—> oo

=K+ =400 (0 no existe)

6.- Si f(x) = ln(g(x)) entonces se cumple

lim /()= 1im In(g(x))=1In| |im g(x)

x—>to0 x—>to0 x—>to0
Y basta tener en cuenta que
lim In(x) =40
X—>+00
lim In(x) no existe
X—>—00

7-8i f(x)= eg(x) entonces se cumple

lim g(x)

lim f(0)= fim ¢ =e"*"
X—>Fo X—>Fo0

Y basta tener en cuenta que
X
X—>+00

. x —
lim ¢ =0
x—>—0

8.- Generalizando el caso anterior sc tiene que si f(X) = k® ) entonces se cumple

lim g(x)
lim f()= |im k5 =k
xX—>too X—>*too
Y basta tener en cuenta que
k>1 0<k<1
lim K* =+ lim k" =0
X—>+00 X—>+00
lim k* =0 lim k¥ =
X—>—0 X—>—®©
- Si P,(x
%S i S()= lim ) =0

x—>+to xX—>*w Qm ()C)
Pueden darse dos circunstancias:
(a) La curva adopta una rama parabélica en +0,

En este caso . f(x) . })n(x)
lim = lim —~ <
x>t X X—+o0 me (x)
(b) La curva crece (o decrece) pero se ajusta a una recta oblicua.

En este caso se han de calcular los limites:

=00




Cf® . B
Jm e M o,

lim (f(x)—mx): lim [P"(x) —mezh

X—>Foo X—>to0 Qm(x)
Simy b son nimeros finitos entonces la curva se ajusta a la recta de ecuacion y = mx +h, que se llamara una
asintota oblicua de /.

Estudio de algunos casos importantes

c

El nimero e. se obtiene como limite de toda expresion siguiente:

f(x)
lim {1 + IJ =e
x—a f(x)

Siempre que lim /(%) =00

x—>a

00-00

Este limite suele proceder:

(@) De la suma (o resta) de dos fracciones algebraicas.
La operacion habitual es operar las fracciones hasta obtener una funcién racional y aplicar los limites
del punto 4.

(b) De la resta de dos radicales.
La operacion habitual es multiplicar y dividir por el conjugado de la expresién radical. Si el limite se
convierte en una indeterminacién del tipo © se ha de dividir por el término de mayor grado de x.

o0

100

Estos limites proceden de una expresién exponencial y su valor esta relacionado con el nimero e. El limite
no ha de ser necesariamente en el infinito.

Supongamos que:

lim f(®) =1 |im g(x)=

xX—>a xX—>a
Entonces
limg(x)
lim S ()% = im f(0)7¢ =17
xX—>a x—>a

El limite se calcula con la siguiente regla:
lim /()™ =¢'

x—>a

dénde 1 se obtiene como:

I'=1im g(x)-(f (x)=1)

x—a



Ejercicios de graficas de funciones

Dadas las siguientes graficas de funciones se pide:
(@) Dominio
(b) Cortes con OX
(c) Cortes con OY
(d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
(e) Puntos de discontinuidad (si los hubiera).
() Maximos y minimos si los hubiera.
(g) Limites en los puntos de discontinuidad.
(h) Limites en el infinito.
(i) Asintotas horizontales, verticales y oblicuas (si las hubiera)
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