Identidades trigonométricas

Si sen 40° = 0,6428 y sen 15° = 0,2588, ;se puede deducir
que sen 55° = 0,9008?

No, porque sen 55° # sen 40° + sen 15°

Razona qué es mayor, sen 2« 0 2sen .

Dado que sen 2a. = 2 sen « - €0S «, podemos observar las si-
guientes situaciones:

Sia € 1.2 cuadrante, sen 2a << 2 sen «, ya que cos o es positi-
vo ¥ menor que 1.

Sia € 2.2 cuadrante, sen 2a << 2 sen «, ya que cos o << 0.

Si &« & 3.* cuadrante, sen 2a>2 sen «, ya que sen a <0y
cos a < 0, luego el producto sen o - cos a > 0.

Si & & 4.° cuadrante, sen 2> 2 sen o, ya que 1 >cosa > 0
al multiplicar por sen « < 0 da un resultado menor en valor
absoluto y, como es negativo, sen 2o es mayor que 2 sen .

También puede utilizarse la representacion geomeétrica.

. . st &
Conociendo las razones trigonométricas de Y calcula

T
las de —.
R
1mcosf—
w 4 [2-V2 V2-V2
sens— > = 7 3
1+cos-17~
T 4 2+V2 %47
cos— = T ==
8 2 4

z_ [2-V2_\ToE
= vy =V3-2V2

El seno de un dngulo del segundo cuadrante vale 3/5. Calcu-
la las razones trigonométricas de su dngulo doble.

i 3 4 3
Slsenarg = osa=-—_Yy tga=——

4
sen 2 2 2 taq 2 24
= - CO =—, — —_——

o S5t s 2o = g 2a =
Sin utilizar la calculadora, halla el valor de:
a) sen 105° b) cos 165° c) tg 285°
a) sen 105° = sen (45° + 60°) = \f - i ._\/_2:_

2 2 2
= 7\/5 bl \/g) =sen 75°
4
~
-V +

b) cos 165° = —sen105° = JM

¢) 19 285° = —tg 75° =tg 105° = tg(45 + 60) = —2 — \/3

2
Calcula tg a si tg 20 = Fre pertenece al tercer cuadrante.

Aplicaremos: tga =

Sera necesario, en primer lugar, calcular cos 2«, dado que
1+ tg” 2 = 1/cos’ 2a, se obtiene:

cos2a= —3/V13

y sustituyendo:

tga= 14BV13) 3008
1-[3113)

Si @ es un angulo del que se conoce que w/2 <a < 7,y

tg a = —10, calcula sen (7 + o), cos (7 + a) y tg (77 + o).
sen {(w + a) = —0,995, cos (7 + «a) = 0,0995,

tg(m + )= —10

Sabiendo quesena = 3/4, /2 <a <, ycos B = —1/3,

/2 < B < m, averigua:

a) sen 2a, cos 2a y tg 2x

b) sen (@ + B), cos (a + B) ytg (e + B)

¢) sen(a/2)ycos2 B

a) sen 2o = —0,992, cos 2a = —1/8,tg 2o = 7,937

_ f1a Vo
b} sen {o + B) :m,cos (@ +B) = V7 126 ,

12
tgla +B) =18
¢} sen (w/2) =091, cos 2B = —7/9
Sabiendo que dos dngulos son agudos y que sus tangentes

son 3 y 0,75, respectivamente, calcula el seno de su suma,
el coseno de su diferencia y la tangente de su semisuma.

sen (o + B) = 0,95
cos (@ — B)=0,82
tg (o + B)/2) = 1,39

Sabemos que tg & = 14/5, @ < w, y que sen B = —2/7,
7 < B < 3w/2. Averigua:

a} sen 2a, CO0s 2a y tg 2a
b) sen {B/2), cos (B/2) y ta (B/2)
c) sen {a + B), cos {a — B) ytg (2a + B/2)

a) sen 2a = 0,63, cos 2a = —0,77,tg 2o = —0,82
b) sen (B/2) = 0,99, cos (B/2) = —0,14,
tg (B/2) = —6,85

¢) sen (o + B) = — 0,99, cos (@ — B) = —0,59,
tg (e + B/2) = 1,66

Si cos a=3/5 y a es un angulo del cuarto cuadrante y
sen b = 4/5y b es un angulo del segundo cuadrante, calcula:

f) cos (f’i)
b
h) g (5)

i) tg3a

a) cos (% + 90") d) sen (a—b)

b} sen (2a + 2b) e) tg 2a

b
f) tg(E—Zb)
a}sen(ﬂ)w \/lfcosaA\/'lf?y/S_ 1
2/ a 2 4\

cos (% 2= 90“) = COS (%) - cos 90° — sen (—j—) ~sen 90° =

<) tg (180° —b)

:—SEﬂ(E) -1:"—1
2 Vs
b} cosa=3/5 = sena=—4/5

sen2a= —24/25 y cos 2a= —7/25

senb=4/5 = cosb=—3/5

sen 2b= —24/25 y cos2b= —7/25

sen (2a + 2b) = sen 2 - cos 2b + sen 2b - cos 2a =

—24 -7 —24 -7

=t —— — = (,54

25 25 25 25

senb —4
tgb= =—
< tg cos b 3

0t
180°—tgb 3 4

rg it === 2150 105 -2

1+1tg180°-tgb
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d) sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa=

= -
5 5 55
2tga 24
tg2a=—— ==
e/ 192 1-tg®a 7
b 1—-cosb =
f ol T (B O R )
)tg(z) 1+cosb va
24
tg2b=—
9 7

t(gﬁb)i 2-24/7 10
9\2 1+2-24/7 55

/1 +co;_a“ —2 w2\@

g) cos(2>= f i
2/ N2 Vs 5

h} Véase el apartado #).

tg2attga
1—tg2o-tga

24 (—4)
__,..+. T
7 3 ) 44

27 4 17
7 3

i) g3a=tgRa+a=

1+

Comprueba que es rectangulo todo triangulo ABC que veri-
figue lo siguiente:

senB+senC=cosB+cosC
Es evidente, dado que si el tridngulo es rectédngulo en A,
sen B=cosCysenC=cos8B.

. w
Demuestraque siA + B = L se cumple que:

(senA + senB) - (cos A+ cosB) =1 + sen 2A
SiA+B= ;, se cumple que sen B = cos Ay cos B = sen A.

Entonces:

(sen A + sen B) : (cos A + cos B) =

=senAcosA + senBcosA + senAcosB +senBcosB=
=senAcosA+ cosAcosA+senAsenA + cosAsenA =
=2senAcosA + cos’ A+ sen’ A =sen2A + 1

Queda, entonces, demostrado.

Demuestra las siguientes igualdades.
. (g) _ 1—cos’x
4 cos® (1)
2

cos (a -+ b) —cos (a— b)
b =—
) sen (a + b) +sen {a—b) tgb
cosa+t{cos3a)l/3 1
sena—(sen3a)/3 ~ tg’a

c)

s o]

)1—c052x_ sen’x L _
< x| T4cosx  201+cosx)
4C055 f

4 2(.).‘_) 2(3&)
sen 3 cos 5
1 rcos (5] - sen(3))
2(‘ oo} 5 sen 2)
X X
sen’ (5] <o (3)
sen 2 cos 5 "

X
2- 2cos’ (—)
cos 5
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g cosfatb)—cos(a—0b)
)sen(a+b)+sen(a~b)_

atb+a—»b a+b—a+b
—2sen -sen

ag+b+a—»b at+tb—a+b
2sen -caos

2 2
—senag-senb
== —{g b

sena-cosb

¢) cos3a=4cossa—3cosa
sen3a=3sena—4sen’a

Sustituyendo:

s 3a 1
casar cosa+§(4cosaa—3cosa)
2 st 1 -
DI ..... senavgﬁ sena — 4 sen’ a)
4 4
cosa+§cos a—cosa gcos a :
= = =cotg’a=
4 3 3 g g’ a
sena—sena+—sen‘a —Tsen’a
3 3
tg 2a sen (a — b)
Simplifica i —(tga + tg b)
a (1 +sec2a) cosa-cosb g 9
Simplificamos la primera fraccién:
sen 2a sen 2a
tg2a cos2a cos 2a
1+ sec2a § ok 1 cos2a+1
cos 2a cos 2a
2senacosa 2senacosa
= = =tga

C(JS2 a— SF_‘I'\2 a—+ senl a+ COS2 a 2 COS2 a

Simplificamos la segunda fraccion:

sen(a—b) senacosb—senbcosa

cosa-cosb cosacosb
senacosb senbcosa

= =tga—tgb

" cosacosb cosacosb
Sustituimos estas expresiones en la expresion global:

tg 2a sen(a—b)
1+sec2a cosa-cosb
=tga—({tga—tgb)—{tga+tgb)=

—({tga+tgb)=

=tga—tga+tgb—tga—tgb= —tga
Comprueba que se verifican estas igualdades.
a) sen 44° —sen 22°= —2 cos 147°-sen 11°
b) cos 70° — cos 50° = 2 sen 300°- sen 10°
¢) sen 75° — cos 75° = 2 cos 45° - sen 30°
a) sen 44° —sen 22°=2 cos 33°-sen 11° =
=2(—cos 147°) -sen 11° = —2 cos 147°-sen 11°
b) cos 70° — cos 50° = —2 sen 60° - sen 10° =
= —2(—sen 300°) - sen 10° = 2 sen 300°- sen 10°
¢} sen 75° — cos 75° = sen 75° — sen 15° =
=2 cos 45° sen 30°

Transforma en productos las siguientes sumas.
a} sen 100° + sen 20°

b) cos 100° — cos 20°

¢) cos 70° + cos 50°

a) 2 sen 60° - cos 40°

b) —2 sen 60° - sen 40°

¢} 2 cos60°:cos 10°




Sin utilizar la calculadora, halla:
a) sen 40° + sen 20°
cos 40° -+ cos 20°

sen 110° + sen 50°

b d) sen 75°- cos 15°
) cos 110° — cos 50° pse

¢) cos 75°-cos 15°

sen 40° +sen 20° 2 sen 30°- cos 10°

V3
3

a =tg 30° =
) cos 40° + cos 20° 2 sen 30°- cos 10° 9
b) sen 110° +sen 50°  2sen 80°-cos 30°
cos 110° —cos 50° —2sen 80°-sen 30°
= —cotg 30° = — ‘\/5
Cos 90° + cos 60° 1
¢} cos75°-cos15°=—""—"""=—
2 4
sen 90° + sen 60°
d} sen 75°- cos 15":—-—_——2————=

_1+V32 _2+V3
2 4

iE Sin utilizar la calculadora, averigua el valor de las siguien-
tes expresiones.

sen 105° + sen 15°
cos 105° — cos 15°
b) (sen 75° - sen 45°} - (cos 75° - cos 45°) : (1 — cos 15°)
sen 105° + sen 15° )
cos 105° — cos 15°
_ 2sen60°-cos 45°
T —2sen60°- sen 45°
tg 45°—tg 30°

tg 15°

a) g 15° =

- tg (45° —30°) =

T . L M
g T g 45°  1g 30°
V3
-~
-t VI,
V3
jpadd
3

b) (sen 75° - sen 45°)- (cos 75° - cos 45°% - (1 — cos 15°) =

1 1

= ~2~ (sen 120° + sen 30°) 5 {cos 120° + cos 30°) -

* (1— cos (45°—30°%) =
1 (V3 1\ (-1 V3

—_—— i | — + ] & | — + — ]
4 2 2 2 2

- (T— (cos 45°- cos 30° + sen 45° - sen 309)) =

:1_1_(1__(1E+ﬁ)):l_(y§i\[g)

4 4 8 32

Pl Calcula la expresién de tg 3a en funcién de tg a. Aplicala
para a = 45°,

2tga
tg2a-+tga 1ftgza+tga
tg3a=tgRa+a)= 2 = =
1—tg2a-tga 2tga
1-——=5—-tga
1—tg a
_2tga+tga—tg’a 3tga—tg’a
 1-tg’a-2tg’a  1-3tg’a
3tg45°—tg’45 31
tg 135°=tg (3-45%) = = =—]
4 904 = 3 1-3

Hl Halla sen 2xsisenx — cosx = 1/3
Basta con elevar al cuadrado los dos miembros de la igualdad.

1 1
(senx — cosx)* = ‘é:fsenng 2senx- cosx + cos’x = %

(sen2x+coszx)~sen2x:l=>sen2x¢ 1 - et
9 9 9

Ecuaciones trigonométricas

FF] Resuelve,
a)tgx=V3 d) sen (x/2) = \/2/2
b) secx=2 e) cos(x-—fzi)=—1

c) cotgx = —1 f) cosec{x + @) = m\/i
a) x =60° + k- 180° d} [x=90° + k- 720°
{x— 270° + k- 720°
e} x=3m/2+k-2m
x = 300° + k- 360°
c) x =135+ k- 180° f} =a/4+ k- 2w
{Xf3fn/4+k'2'ﬁ

bj [x =60° + k- 360°

X Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas.

h) senx — -~~-1w-- s _,J,W

en x 2\/5

i) senx+ 2= 3cos2x

a) cos 3x = sen 30°

b) cos (dx — ) = —1/2

sen 2x

c) sen 2x = cos x jl 1= = + cos® x

d) 2sen’x + senx = 1/2 k)cos2x+5cosx+3=0

sen’ 2x 5
5 eos’x=1

e} senx + cosx=V2 I

f) cosx—cos3x=0 m) 6 cos’x + cos2x =5

) nx—cosx—\/—;— n)cosx—ﬂ-—o
9 s¢ Y2 1+tg?x

1
a} cos 3x = sen 30° = cos 3x = -2—:> 3x =60+ k- 360°

= 3x = 300° + k- 360° es decir:

x=20°+k-120 ke 7
x=100°+ k-120°

1
b) cos(dx—m) = -3

El coseno de esta diferencia se puede escribir como:

1 1
cos 4x cos T+ sen dx sen = 75_—4 —cosdx = 75
Es decir:
1 4x=60° + k- 360°
Cos 4x=— ke 7
4x = 300°+ k- 360°

Por lo que las soluciones de la ecuacion son:
x=15°+k-90°
x=75°+k-90°

¢} Se sustituye sen 2x y se obtiene:

ke Z

2senx-cosx —cosx=0=cosx(2senx—1)=0
De lo que se deduce:
cosx=0=x=90"+k-180°

x=30°+k-360°

2senx=1:>{ keZz

X =150°+ k- 360°
d} Reduciendo a comun denominador se obtiene la ecuacion
de segundo grado:

4senx+2senx—1=0

Se resuelve y se obtiene:

~1+V5  [x=3817°+k 360°
sen X = ————= ke ”?
2 x=141,83°+ k- 360°
—y 5 y
senx = < ~1, no hay solucién.

2
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e} Se eleva al cuadrado la ecuacién y se obtiene:

T+sen2x=2=sen2x=1=x= 45"+ k- 180°
Hay que verificar la solucién, porque al elevar al cuadrado
se obtiene una ecuacién cuyas soluciones son validas para
V2 y ~f3, y se observa que es cierta si k es un ndmero
par, por lo tanto:

x =45+ k-360° ke Z

f} Transformamos la suma de cosenos en producto:

—2sen2x-sen(—x) =0=2sen 2x-senx =0

De lo que se deduce:
{sen2x~0=>x-k-90°
senx = 0=x=k-180° e

Estos dos conjuntos de soluciones se pueden englobar
comox =k-90% ke Z

3
g)senx —cCosx= \/;

Para resolver esta ecuacién se puede elevar al cuadrado y
solucionarla, teniendo en cuenta que aparece la expresion
del seno del dngulo deble. Hay que remarcar la necesidad
de comprobar las soluciones.

3
sen’x + cos’x — 2 sen x Cos x =5

3 1
=1l—-sen2x=—=sen2x= ——
2 2

[Zx:210°+k-360“:> x=105"+ k- 180° =7

=
2x=330"+k-360° = x=165"+k-180°
Debemos comprobar las soluciones:

3
sen 105° — cos 105° = \/i x = 105° es solucién.

3
sen 285°—cos 285°= _\/;' x="105°+ 180° no es so-
lucién.

f3
105° + 360°, sen 465° — cos 465°= \jmi

En general:
x=105+k-360°
Lo mismo ocurre con 165° + k - 180°: solo son soluciones
aquellas que resultan de sumar a 165° giros completos,
por lo que las soluciones de la ecuacion son:
x=105°+ k- 360°
{x= 165° + k- 360°

k € 7 essolucion.

ke Z

1 1
b o =——
L sEnx senx V3

Reduciendo a comin denominador, resulta:
2\V3sen’x +senx—2V3=0
Resolviendc la ecuacién de segundo grado, se obtiene:

senx =

) 2 . »
i Sisenx= w—\_f— < -1, x no tiene solucién.

. 3 oo .
B Sisenx= EY tenemos las siguientes soluciones:

ke ?z

x = 60° + k- 360°
x=120° + k- 360°
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i)

i

k

S

)]

m}

senx+2=3cos 2x

Se sustituye cos 2x y se expresa la ecuacion en funcién de
sen x para conseguir una ecuacion de segundo grado.

senx +2 =3 (cos*x —sen’x)
=senx+2=3(1—2sen’x)
=6sen’x+senx—1=0
Las soluciones son:

1 x =19,47° + k- 360°
Esenx=— = ke Z
3 x=160,53° + k- 360°
1 x=210°+ k- 360°
Bsenx=—— = ke 7
2 x=330°+ k- 360°
sen 2x 3
1=—="+cosx

Se sustituye sen 2x y se obtiene:
1 =senx cos x + cos® x
=1 —cos’x—senx-cosx=0
= sen’x—senx-cosx=0
=senx(senx —cosx)=0
De lo que se deduce:
{senx— 0

SEN X = COS X
Las soluciones son:

x=k+180°
{x—-45°ik- 180°
cos2x+5cosx+3=0

Se sustituye cos 2x, y se expresa la ecuacion en funcion de
cos x:

cos’x—sen’x+5cosx-+3=0
=2cos’x+5cosx+2=0
Se resuelve la ecuacién y se obtiene:

x =120°+ k- 360°
COSX=——7" = ke ”Z
2 x = 240° + k- 360°
La otra solucidn de la ecuacion, cos x = —2, es imposible.

sen’ 2x 2
+cos“x =1

4sen’xcos’x+2cos'x =2

= 4sen’xcos’x +2(1 —sen’x) =2
=4sen’ xcos’ x—2sen’x =0
=2sen’x(2cos’x—1)=0

De esta igualdad se deduce:

senx=20
N 2
COs X =*+——
2

Las soluciones son:
x=k-180°
x =45+ k-90°

ke 7

6cos’x+cos2x=5

= 6cos’x+cos’x—sen’x=5

= 6cos’x+cos’x+cosix—1=5
, V3

= 8Os Xx=6=>COSX= 1—2—

ker

{x:30°+k-18{)°
=
x=150°+ k- 180°



. sen x .
) Si se expresa la tg x como , se obtiene:
COos X
2senx 2sen x
Cos X cos x
cos X — s— =0=cosx — =0
sen” x 1
s 3
Cos“ X Cos” X
2 sen x cos’ X
= COSX — ——— — =0=cosx—2senxcosx=20
cos X
Sacando factor comun:

osx=0
cosx(1—2senx)=0= “
1—2senx=0

La solucién cos x = 0 no es valida, pues entonces no existe
tg x:
. ' 1 x=30°+k-360°
1—2sinx=0=sinx= 7=
2 x=150°+ k- 360°
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.
a) [Ssenx+ 15¢cosy = —1
10senx — 20cosy = 13
1

x
b) |sen’*——seny=-—
) 2 Y=3%

cusx-i—cc:s;"'y:l
4
¢) [2cos2x=1tgy
[4sen22x—2tgy:1

a) Al reducir el sistema se obtiene senx = 0,7 y cosy = —0,3,
por lo tanto:

x = 44,427° + k- 360°
eEly
x=135,573" + k- 360°
y = 107,458° + k- 360 ke Z
=252,542° + k- 360°

b} Sustituyendo el seno del dngulo mitad en funcién del
coseno y operando, se obtiene:

2cosx+4dcosy=1
—4cosx+4sen'y=3

Dividiendo la sequnda ecuacién por 2 y sumando las dos,
se obtiene:

5
259n2y+4seny=E:>4sen2y+85eny"—5=D

Resolviendo esta ecuacién, se obtienen dos soluciones pa-
ra el seno de y, 1/2 y —5/2, que por ser menor que —1, no
puede ser solucién, Por tanto:

1—4seny 1

1
seny=—= =
Yo casy 3 5

Las soluciones son:

x=120°+ k- 360° ke 7 y=30°+k-360°

x=240° + k-360° =150° + k- 360°
¢} Se sustituye tg y en la segunda ecuacion:

4sen’2x — 4 cos 2x=1=4(1 — cos? 2x) — 4 cos 2x =1

Se ordena y se obtiene una ecuacién de segundo grado:
4cos®2x +4cos2x—3 =0,

1 3

Sus soluciones son cos 2x = Ey Cos 2x = =5 (solucién no
valida).

1 o ° L o
Sicos2x = — = o 0k 100 ke

2 x=150°+ k- 180°
Como 2 cos 2x = tg y, tenemos que:tgy = 1
=y =45"+k-180°

Resolucién de triangulos. Teoremas del seno y del coseno

26)

;Es posible resolver un tridngulo sabiendo que a =30 cm,
A=110°y B =807 ;Por qué?

No, porque A + B> 180",

Demuestra que el teorema del coseno equivale al teorema
de Pitagoras cuando el triangulo es rectangulo.

Suponemos el triangulo rectangulo en A, el teorema del co-
seno para el lado a:

@’ = b*+ 2 — 2bc cos 90° = b* + ¢ {teorema de Pitagoras)

Resuelve los triangulos de los siguientes casos, ayudando-
te de su construccion gréfica:

ala=>5 b=4 c=7

b) A=45° a=8§ b=10
¢) A=35° B=48° a=11
d) A=30° B=100° C=50°
e) A=35° B=48° c=11

a) Es un tridangulo posible dado que la suma de dos cuales-
quiera de los lados es mayor que el otro lado.

g =b+c?—2bccosA = A=4442°
b?=a’ +c*—2accos B = B=34,05°
c?=b*+qa*—2bacosC = C=101,53°

a b
b - = = B=62,11°
}senA sen B
A+B+C=180" = C=7289°
a €
= = ¢=10,81cm
senA  senC
¢ A+B+C=180° = C=97°
a b
= = b=1156cm
senA  senB
a C

—= = c=1544cm
senA  senC

d} Existen infinitos tridangulos.
e) A+B+C=180° = C=97°

4 2 6,36 cm
——=—— = a=6,36¢
senA  senC

b c

= = b=824cm
senB  sen(C

Resuelve los siguientes triangules.

al a=10cm b=7cm ¢=13cm
b)a=10cm b=7cm B=30°
c) a=10cm b=7cm C=80°
d)a=10cm B=30° C=80°

alad=b+c?—2bccosA = A= 4958°
b =g +c'—2accos B = B=3220°
ct=b+a?—2bacosC = C=9821°

Bl o o g
senA senB
b) Primer triangulo: {A+ B+ C=180° = C=10442°
b

c
= = ¢= 13,56 cm
senB  senC

.

T o Py i
senA senB
Segundo tridngulo: (A + B8+ C=180" = (=1558
b
— = = ¢=3,76cm
\sen B8 sen C
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¢) *=b"+a’—2bacosC = c=11,17 cm
a g
send  senC
b —
senB  senC
d)A+B+C=180° = A=70°

= A=61_84°

= B=138,16°

a b
&= = b=532cm
senA senB
a

6
= = ¢=1048 cm
sen C

sen A

Calcula una cualguiera de las alturas de los triangulos
resueltos en el ejercicio anterior y utilizala después para
calcular su area.

Para resolver este ejercicio hemos calculado la altura corres-
pondiente al vértice A en todos los casos.

h
a) sen B= = h=6,93 = Area=3465cm?

b) Primer tridngulo: h =6,78 cm = Area= 33,9 cm?
Segundo tridngulo: h=1,88cm = Area =94 cm’

c) h=689cm = Area=3445cm?

dj h=524cm = Area=26,2cm’

Calcula el drea de cada uno de los tridngulos siguientes, sa-

biendo:

a)b=30cm, A=50°yB=74°

bja=41cm, C=45%yB=75"

c)Ja=18cm,b=15¢em,C=19°42

dja=6cm,b=12wm, A=17°30

ela=33cm,b=24cm,c=20cm

al g 30 - sen 56°
sen 74°
b 30 - sen 56°
Area = — - ¢- A= e 50° =
W REER 1 sen7ae &N 0
= 297,30 cm?®
41 - 45°
b} &= sen .
sen 60
Area*f—-c-senB“ﬂw -M-senﬁ“—
2 2 sen 60°

= 662,88 cm’
a 18 .
¢} Area :E'b csen C = —2—-15 - sen 19°42' = 4571 ¢cm

d} Hay dos posibles triangulos:

§ B=36"5815837C = 125°31'44,17" c = 16,238 cm
b-a-senC
2
B B=143°1"44,17"C=19°28"15,83" ¢ = 6,651 cm

Area = = 29,30 cm?

b-a-senC

Area = =12cm’
e} Bpeg =l PO
2
02 A, bzﬁ CZ
=270
cos s

sen C = V1 — cos® C, por tanto:

cas C = 0,79861 y sen C = 0,60185 = Area = 283,33 cm’

Uno de los éngulos de un rombo mide 75°, y su diagonal
mayot, 10 cm, Calcula su perimetro.

107 =14+ ~2/cos 105° = /= 6,3 cm
perimetro = 25,2 cm

@ Trigonometrio y nOmeros complejos

El dngulo entre los dos lados iguales de un tridngulo isés-
celes es de 40° y el lado desigual tiene una longitud de
40 cm, ;Cudl es la longitud de cada uno de los lados iguales
del tridngulo?
Los dngulos iguales del triangulo miden 70° cada uno. Apli-
cando el teorema del seno, se obtiene lo siguiente:

[ = 40 - sen 70°

s 5848 cm

El angulo agudo de un rombo mide 25° El lado mide
13 ¢m. Calcula el 4rea del rombo.

Aplicando el teorema del coseno, D = 2 - 122 — 2 - 132 cos 155°
yd = 213" = 213 cos 25 siendo Dy d las dos diagonales
del rombo.

Sacando factor comun, se obtiene D = /2 - 13/1 — cos 155° y

d=V2-13V1 - cos 25°.

Podemos calcular el drea: A = g = 71,42 cm?

Los lados de un tridangulo miden 8 cm, 11 cm y 13 cm,
respectivamente, Calcula el valor del seno del dngulo mas
pequefio.

El angulo mas pequerio es el opuesto al lado de longitud 8 cm.
Aplicando el teorema del coseno, se obtiene lo siguiente:

112 +13° — g?
2os T13
Teniendo en cuenta que sen a = V1 — cos® «, o utilizando la

calculadora:

8 =117+13"-2-11-13  cosa = COS @ =

sena = 0,61

Los tres lados de un tridngulo miden 6 cm, 8 cm y 9 cm.
Calcula sus angulos y su 4rea.
Aplicando el teorema del coseno se pueden obtener los an-
gulos:
o = 40,80% B = 60,61°% v = 78,59°
9- 8- sen 40,80°

A= ——2‘“‘; = 23,52 sz

Una arafia ha tejido una tela octogonal de 7 cm de radio.
Calcula el drea que abarca la tela de aradia.
Lado tela de arafia = 5,36 cm
Perimetro tela de arana = 42,88 cm
Apotema tela de arafa = 6,47 cm
Area tela de arana = 138,72 cm?
Calcula el radio de las circunferencias inscrita y circunscrita
de un pentégono regular de 5 dm de lado.
R

5
—_—— = R.=425dm
sen 54°  sen72°

2,5
tg36° = ? =R =344dm

En un triangulo ABC, conocemos los angulos, A = 34,5°,
B =78°yla suma de los lados, a + b = 43 cm. Calcula cuan-
to miden los lados ay b.
43-b b
sen34,5°  sen 78°

=b=2724cm,a=1576cm

En un triangulo ABC, conocemos los lados a = 15 cm,
b= 11 cmy la suma de dos de sus dngulos A + B = 104°,
Calcula cudnto miden los dngulos A y B.

El angulo C mide 76°, Aplicando el teorema del coseno pode-
mos hallar c = 16,315. Luego se calcula Ay B:

15 - sen 76°

senA = = A =63"8"23,36"y B = 40° 51'36,64"



&l En un tridngulo ABC dados A — B = 16% a = 23 cm y

b = 19 cm. Calcula los angulos del tridngulo.
Sabemos que A = 16° + B. Por el teorema del seno:
23 19

sen (16° + B) - sen B
=23 -senB =19 (sen 16° - cos B + sen B - cos 16°)
=senB(23 —19- cos 16°) = 19 sen 16°- cos B

19 - sen 16°
23— 19-cos 16°
Portanto: A = 16° + B = 63°52'34,69"y
C=180"—- A~ B = 68°14'50,62"

=tg8= = B =47°52'34,69"

Los dngulos de la base de un c
triangulo valen 35° y 95° y la
suma de los otros dos lados es

38 cm. Calcula el perimetro y el 8 a
area del triangulo. 5
95
35°
A G B
a b a  38-a
sen 35°: sen 95° sen 35°  sen 95°

=a=1388cm = b=24,12cm

C=50°

a ¢
= ——— = ¢ =18,54cm
sen 35°  sen50°

Perimetro = 56,54 cm

sen 35°=h/c = h=10,63cm = Area=12825cm’

Demuestra que en todo tridngulo ABG, se cumple el teorema

de la tangente, también conocido como teorema de Nepper:
A—B

(Indicacién: debes usar el teorema del seno para escribir la
relacion entre ay b)

sen A L
Por el teorema del seno: g = - b. Sustituimos:
sen B
sen A e
sen B _senA—-senB
sen A senA+senB
sen B '
2c05A+BsenA_B t A8
- 2 2 P 3
A+B A—B A+B
2 sen [ele} tg
2 2 2

Queda entonces demostrado.

En los lados de un triangulo ABC se cumple queb —a=1y

B
¢ — b =1,y setiene que cos A = 0,6. Calcula g, tg (2> y
sen 2C.
Losladossonag, b=ag+ 1yc=ag+ 2
Planteamos el teorema del coseno y obtenemos esta ecua-
cién una vez simplificada:a® — 12a — 13 =0=a = 13.

Para calcular B con el teorema del coseno obtenemos:

B
cosB=051=1g (-2—) =0,57

Para calcular C aplicamos el teorema del coseno y se obtiene:
cosC=0,38=C=16738ysen 2C = 0,71

M Deun triangulo se conocen losladosb = 2,5ecmyc=3,5cm

y se sabe que el dngulo B es la mitad del dngulo C. Calcula a
ylosangulos A, By C,

Si C= 2B, a partir del teorema del seno se obtiene que
cos B=0,7. Luego:

B=45"34'22,79,C=91°"8"4557"y A = 43° 16'51,64"
Aplicando el teorema del seno se obtiene: g = 2,49 cm

En un circulo de 10 cm de radio, dibujamos una cuerda que
une los extremos de un arco que abarca un dngulo de 80°.
Averigua la longitud de la cuerda que se estudia.
0 x
sen 50°  sen 80°

= x=12,86m

Halla el angulo que forman las dos tangentes comunes a
dos circunferencias exteriores cuyos radios miden, respec-
tivamente, 10cm y 18 cm.

18
e T8
Por otra parte: sen a = s
x+10

. . x=25cm
Resolviendo el sistema obtenemos:
a=16,6°

Por tanto, el &ngulo que forman las dos tangentes es: 2. = 33,2°.

Un tridngulo de lados 3 cm, 4 cm y 6 cm, estd inscrito en

una circunferencia.

a) Calcula su perimetro.

b) Averigua su drea.

En primer lugar, calculamos uno de sus éngulos. Seaa = 3 cm,

b=4cmyc=6cm

b+ —ad  16+36-9
b 48

Por el teorema del seng, si r es el radio de la circunferencia
circunscrita al tridngulo:

cos A = = A = 26°23'3,59"

=2r=r=3375cm
sen A

Por lo que el perimetro y el drea de la circunferencia son, res-
pectivamente: P = 21,21 cm y A = 35,79 cm’.

En una circunferencia de radio 10 ¢m, hay inscrito un trian-
gulo isdsceles cuyo lado desigual mide 10 em también.
Calcula el drea de dicho triangulo.

Sea a = 10 cm. Por el teorema del seno, si r es el radio de la cir-

== 2r=y:fi=30°

cunferencia circunscrita al tridngulo, g

en A
Los énguloé iguales mediran 75° cada uno. Uno de los lados
iguales, b, medira:

b= 20-sen 75°
El drea del triangulo es:
A= b-h _ a-b-sen75° _ 10-20-sen75°- sen75°
2 2 2

=A=933cm’ ‘

4. Trigonometria |l @
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Determina el area de un triangulo que esta inscrito en una
circunferencia de radio 3 cm, sabiendo que dos de los lados
del tridngulo miden 2 cm y 4 cm, respectivamente.

Supongamos d = 2 cm y b = 4 cm. Como: i B
peag y ' "senA  senB

siendo r el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo,
tenemos lo siguiente:sen A = 1/3ysen B8 = 2/3
A=19°28"1639"0A = 160° 31'43,6"y B = 41°48'37,13"0
B=138°11"228"

Hay pues, dos tridangulos posibles:

8

Tridngulo 1:
A=19°28"16,39",B=41°48'37,13"y C = 118°43'6,48"
Triangulo 2:
A=19°2816,39" B = 138°11'22,8"y C = 22°20'20,84"

b-h la b-sen
Como es area de un tridngulo es A = e = (——;—e—"g, s

tituyendo se tiene:

2-4-senC
# Triangulo 1: A e W BT
2-4-senC

§ Tridngulo ZA = =1,52cm’

Calcula el area del triangulo ABC representado en la si-
guiente figura si sabes que AB = 25 cm:

C
30° 40°
A B
25 - sen 30°
Por el teorema del seno: (B = 22y
sen 110°
25 25 ~CBsen40®  25-(25-sen 30°sen 110) - sen 40°
2 2

= 106,88 cm’

Sabiendo que la longitud de las manecillas de un reloj de
pared miden 10 y 12 centimetros, respectivamente.

a) ;Cuél es la distancia entre sus extremos cuando son las
16:007

b) ;Qué érea tiene el tridangulo que determinan las maneci-
llas a esta hora?

a) Por el teorema del coseno, la distancia entre sus extremos
es 19,08 cm aproximadamente. El dangulo que forman las
manecillas es de 120°.

12 - 10 - sen 120°

= 51,96 cm’
2

b)A=
El drea de un tridngulo de vértices A, By C, tiene una super-
ficie de 50 m®. El angulo A de este tridngulo es de 45° y el
angulo B es de 30°. Sea D el pie de la altura desde el vértice
C, es decir, el punto del segmento AB en que se cumple que
CD es perpendicular a AB. Calcula la longitud de los seg-
mentos CD, AD, BD, AB, BCy AC.

C

@ Trigonometria y nOmeros comgplejos

A partir de este sistema se pueden calcular las longitudes so-
licitadas:

AB-CD
=50
2
AB (B _ AC
sen 105°  sen45®  sen 30°

= (D = AD = 6,05 m; BD = 1048 m; AB = 16,53 m;
BC =12,10m; AC = 8,56 m.

De un tridngulo conocemos que a + b = 11 m; el dangulo
C = 30°% y el 4rea es 7 m”. Calcula:
a} La lengitud de cada uno de los lados del tridngulo.
b) Los angulos del tridngulo.
a} Planteamos el siguiente sistema:
a+b=11

a-b-sen30”
e
Es decir, los lados miden 4 my 7 m, respectivamente.

7 =b=7b=4=a=4,a=7

b} Por el teorema del seno, los dngulos miden 29,49° y
120,51° respectivamente.

Calcula el drea de un tridngulo isdsceles inscrito en una cir-
cunferencia de 30 cm de radio, y cuyo lado desigual mide
20 cm,

\r=30cm

Para resolver este problema conviene consultar el apartado
Aplicacién de los teoremas del seno y del coseno de la sec-
cién Ejercicios resueltos.

Para calcular el angulo desigual del triangulo isésceles, se cal-
cula el &ngulo que abarca un arco igual y uno de cuyos lados
es un didmetro.

20
sen o ~%0 = «, = 1947° a,=160,53°

Hay dos triangulos isosceles inscritos.
Los elementos de uno son:

« El angulo que forman los lados iguales es, aproximadamen-
te, 19,47°.

» Lalongitud de los lados iguales:
10
sen 9,735° = ' = x=5914cm
e Laaltura:

h
cos 9,735°=— = h=5829 c¢m, y por tanto, el drea es
X

582,9 cm?, aproximadamente.
Los elementos del otro tridngulo son:

= El angulo que forman los angulos iguales es, aproximada-
mente, 160,53°.

¢ La longitud de los lados iguales:
10
sen 80,265° = > = x=10,15cm
e Laaltura:

h
cos 80,265°=— = h=1,72 cm, y por tanto, el drea es
17,2 cm?. ‘ :



Sobre una circunferencia de radio 1 m y centro en el punto

O, consideramaos los cinco vértices A, B, C, Dy E de un penta-
gono regular. Calcula:

a} El angulo que forma el radio que acaba en el vértice A
con el lado AB y el dngulo que forman en el vértice A los
dos lados que lo tienen como extremo.

b} La longitud de cada uno de los lados del pentigono.
¢} La longitud de cualquiera de las diagonales.
d) El érea del triangulo EAB.

a} Como es un pentagono, el angulo interno del arco AB es
360°/5 = 72°. Por tanto, como el tridngulo ABO es isdsce-
les, el angulo que forman el radio y el lado AB es:

‘ 180° — 72°
2
Y el angulo que forman AE y AB es el doble, es decir, 108°.

= 54°

&) Por el teorema del coseno: [ = \/2 —2c0s72°= 1,176 m

¢} El &ngulo central que abarca un lado mide 72°, por tanto
el que abarca dos lados del pentdgono 144°, Por el teore-

ma del coseno:d = V2 — 2 cos 144° = 1,902 m

EB-AB- .
d) A =+”3E’uo,657 m?

El lado mas largo de un paralelogramo mide 20 cm, su 4rea
es de 120 em® y su dngulo menor, 30°. Determina:

a) El angulo mayor del paralelogramo.

b) La longitud del lado menor.

a) Los cuatro dngulos de un cuadrilatero suman 360°. Por
tanto, el &ngulo mayor es 150°,

b) El drea es A = b - h. Tomando como base el lado conocido:
120=20 c-sen30°=c=12cm.

Aplicaciones de la trigonometria

En un cierto lugar de su recorrido un rio tiene sus orillas pa-

ralelas. En ese punto se desea medir su anchura. Para ello
desde dos puntos A y B de una de sus orillas, que estan se-
parados 25 m, se observa un punto P de la otra orilla, situa-
do rio abajo. Si las visuales desde A y B a P forman con la
orilla unos dngulos de 39° 25"y 52° 48’ respectivamente,
averigua la anchura del rio en ese punto.

Realizamos un dibujo para entender mejor el problema:

Como AB = 25 m, al aplicar el teorema del seno:
25 AP
sen13°23'  sen 127° 12/
Luego obtenemos APy como x = AP - sen 39° 25'= x = 54,63 m

Si el extremo superior de una estatua es observado desde

un punto situado a ras del suelo y a cierta distancia, con un
dngulo de elevacion de 35°, ;cual serd el angulo de eleva-
cion desde el triple de distancia?

h
tg35"=;:>h=xtg35°

tg 35°

h
tgu=—3—;::>tg(v= = a=1314°

El angulo de elevacion es de 13,14°,

Una rampa de 40 m de longitud y 10° de inclinacién condu-
ce al pie de una estatua. Calcula su altura sabiendo que, en
el inicio de la rampa, el dngulo de elevacién del punto més
alto de la estatua es de 15°.

40 m h
= =h=11,42m
sen 65°  sen 15°

La altura de la estatua es de 11,42 m.

Una embarcacion, A, se encuen- AN

tra a 45 km al sureste de otro bar- B

co B, y una tercera embarcacion,

G, se halla a 57 km al sur de B. BN

a) ;Qué distancia separa a los
barcos Ay C? 57 km
b) ;Qué rumbo deberia tomar

el barco C para arribar al pun-
to donde esta situado A?

a) AC =57 +45"—2-57 45 - cos 45°
= AC= 40,58 km
AC 45
e = = C=51,64°
sen 45° senC

El barco C deberia toemar un rumbo 51,64° Noreste.

Un golfista golpea la pelota de modo que su lanzamiento
alcanza una longitud de 129 m. Si la distancia del golfista al
hoyo es de 150 m y la pelota queda a una distancia de 40 m
del hoyo, calcula el dngulo que forma la linea de unién del
golfista con el hoyo y la direccién del lanzamiento.

Aplicando el teorema del coseno:
407 =129+ 150 — 2-129- 150 - cos «

El 4ngulo que forma la direccién del tiro y la visual entre el
golfista y el hoyo es « = 14,06°.

Dos observadores que se hallan en la costa a 1000 m de
distancia el uno del otro contemplan una plataforma pe-
trolifera situada mar adentro. Ambos dirigen sus respecti-
vas visuales a la plataforma y miden el angulo que forman
estas con la linea imaginaria que los une. Si estos angulos
valen 63° y 83°, ;cuél es la distancia que separa la platafor-
ma de la costa?

x 1000
sen 83°  sen 34°

= x=177496m

h
sen63’°=——— = h=1581,5m
1774,96

La distancia de la plataforma a tierra es de 1581,5 m, aproxi-
madamente.

4. Trigonomelria It @



Los puentes levadizos de la figura tienen la misma longi-

tud. Cuando estan elevados 33°, jqué distancia separa los

puntos Xe Y?
X
B g

330 i 33°7
Em

cos33°=X9 = X=755m
La distancia entre X e Y es 2,90 m.

%

18 —1510=290m

Averigua el dngulo que forman dos fuerzas de 52 Ny 31N,
cuya resultante es de 70 N.

Z Aplicando el tearema del coseno:

70° =31 + 52— 2-31 - 52 cos
=a=112°31'25"

A partir de la figura y teniendo en cuen-
ta este resultado, se obtiene que el an-

gulo que forman las dos fuerzas es su
suplementario, 67°28'35".

Alejandro quiere colgar una lampara a una determinada
distancia del techo de su habitacién. Para ello, coge un
cable, fija la lAmpara y lo clava por sus extremos en dos
puntos del techo que estan separados 140 cm. Alejandro
escoge estos puntos de modo que los angulos entre el ca-
ble y el techo son de 40° y 60° en cada uno de los puntos de
fijacion.

a) ;Cual es la longitud del cable?

b) ;A qué distancia del techo quedaré la lampara?

al 140cm

Aplicando el teorema del seno:

140
a+b=———(sen 60° + sen 40°) = 214,49
sen 80

La longitud del cable serd, por tanto, 214,49 cm

b) La ldmpara estarda d = sen 60° - sen 40° =

sen 80°
= 79,14 cm del techo.

Hay que realizar un mapa de una cierta zona montanosa y A,

By Cson las cimas de tres montaiias de la misma altura. Las

cimas Ay B estan bien determinadas y representadas en el

mapa, mientras que la situacién de C esta por determinar.

Subimos a lo alto de Ia cima A y medimos el dngulo entre la

linea AB y la linea AC, que resulta de 68°, Subimosa By el

angulo entre las lineas BC y BA es de 35° En el mapa la dis-

tancia entre Ay Besde 3 cm.

a) Haz un diagrama de la situacion, anotando el angulo
que forman en Clas lineas CAy CB.

b) Halla, sobre el mapa, la distancia entre Ay Cy la distan-
ciaentre By C.

¢) Sila escala del mapa es 1: 50 000, calcula la distancia en-
tre las cimas de las tres montarias.

a) C B

7

@ Trigonometric y nOmeros complejos

b} Aplicanda el teorema del seno, se abtiene:
B 3 (A
sen 68°

sen35°  sen77°
= AC=1,77cmyBC = 2,85cm

¢) Puesto que 1 cm del mapa son 500 m en la realidad,
AC = 883 myBC = 1427,36 m.

En el momento de marcar el dltimo gol de Alemania en la
final de la Eurocopa de Inglaterra, Bierhoff estaba situado a
5 metros de uno de los palos y a 8 metros del otro, y veia la
porteria bajo un dngulo de 60°. Calcula la distancia del ju-
gador a la linea de gol.

B a ¢
d
5m am
60°
A

¢=5myb=8meneldibujo
Aplicando el teorema del coseno:
a@=b+—2bc cosA
=d=5+8-2-5-8:c0s60°=49=qa=7
La anchura de la porteria es, por tanto, 7 m.

b 7 8
senA  senB - sen 60° B sen B
8-sen 60°

7

Entonces:

= senf8 =

8- sen 60°

d
senB:E$d=S-senB=5- =495

La distancia del jugador a la porteria es de 4,95 m.

Para medir la altura de una nube se han hecho dos obser-
vaciones simuitdneas desde los puntos 4 y B, ambos situa-
dos al nivel del mar y que distan entre si 1 km. La inclina-
cién de la visual desde A a la nube, respecto de la hori-
zontal, es de 47°. Los angulos que forman las visuales des-
de A y desde B con la recta AB son, respectivamente, 38° y
53°, tal como se indica en la figura. Averigua la altura a la
gue se encuentra situada dicha nube con respecto del nivel
del mar.

Nube

Sea C el angulo el angulo que forma la nube con Ay B.
C=180° — (38° + 53°) = 89°
Con este dato podemos calcular el lado b:
(4 b c-senB 1000-sen53°
senC senB: - sen C - sen 89°
Con este valor podemos calcular la altura de la nube, h:
1000-sen 53°
sen 89°

h
sen47":E=>h:b-sen47°: ~sen 47° =

=584,17m
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1.

2.

Dos amigos estan cada uno de ellos en la terraza de su casa
y observan un barco. Quieren determinar a qué distancia se
encuentra, y para ello disponen cada uno de un teodolito.
Llamemos A y B a los puntos en que se encuentran sus res-
pectivos teodolitos.

Desde el punto A miden una distancia de 10 m a un punto

C, AC = 10 m, de manera que el tridngulo ACB es rectangu-

loenA.

Desde el punto B resulta que el angulo B de este triangulo

esde 5,6°.

a) ;Qué distancia hay entre los dos amigos?

b) Calcula a qué distancia esta el barco de cada uno de
ellos si la recta que une A con el barco forma con la recta
AB un angulo de 75,5°. Y si la recta que une B con el bar-
co forma con la recta AB un dngulo de 81,6°.

¢) ;Podemos saber, sin hacer calculos, quién esta mds cer-
ca del barco? ;Por qué?

aj Ladistanciaentre Ay Bes:

10
tg 5,6°

b) A partir de la figura y, simple-

mente aplicando el teorema del
seng, se obtiene:

259,28 m y 253,75 m, distancia
del barco a A y a B, respectiva-
mente.

AB =

=101,99m

¢} Estd mas cerca de B porque el
4ngulo A es més pequeno.

El circo ha llegado a una ciudad y hay que instalarlo. El es-
pecialista que lo monta no ha llegado y los operarios no sa-
ben cuanto cable necesitan. Hay uno que recuerda que,
una vez tensado el cable desde el extremo del palo princi-
pal hasta un punto determinado del suelo, con el cual for-
ma un angulo de 60°, hacen falta 2 m maés de cable
que si forma con el suelo un angulo de 70°, En total han
de colocar 6 cables tensados formando con el suelo un
angulo de 60° cada uno de ellos. ;Cuantos metros de cable
necesitan?

Por el teorema del seno:
x  x+2
sen 60°  sen 110°
En total, necesitan:
6 (23,512 + 2) = 153,07 m de cable

=x=23512m

70° 60°

Dos vias de ferrocarril se cortan formando un angulo cuyo
valor es de 20° 16" Del cruce salen al mismo tiempo dos lo-
comotoras, una por cada via. Una de las locomotoras va a
una velocidad de 100 km/h. ;A qué velocidad debe circular
la otra para que a las 3 horas estén separadas una distancia
de 150 km?

4 300 km

Planteamos el teorema del seno:

300 x=A=43851°
x=B8=136,149"

_ 150
sen 20° 16 sen x

C=115,883°
{C = 23,584°
Hay dos soluciones a la situacion:
150 - sen 115,883°
N sen 20° 16
= 129,87 km/h aproximadamente
150 - sen 23,584°
- sen 20° 16
= 57,75 km/h aproximadamente

= 389,599km

= 173,255 km

Demuestra la identidad: tg (45° + o) — tg (45° — &) = 2tg2a

tg 45° + t tg 45° — t 1+t 1—t
tg (45° + ) — tg (45° — o) = il L, ga _1+tgo 1-tga
1-tg45°-tga  1+tg45°-tga 1-tga 1+tga
1+tgfa+2tga—1—tg’ a+2t 2t
_ gatdga—l-tgarAge , HIa _, 44y,
=% 0 1—tg°a

8 —— .
Si cotg & = — determina el valor de las siguientes expresiones: a)

15

1 1 115 1 8 1
—seno — —CosS o a e
3 2 317 37
a) - el e
4

| =

1 1
Esen(x——— cos o

- b) sec2a +1tg 2a
£t (sec e +tg o)

b) sec2at+tgla=

1 1 {17 15
—(seca ~tga) @ —-|— +—
e ig ol 17(8 8) 17

1
cos® o — sen’ a

+ sen 2o - sec 2a =

1_+25enacosa 23

64\ (225 7
289 289
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