Problemas de Algebra Lineal propuestos en la PAU (2010-16)
Matematicas II

Problema 17.1.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

o+ 2y+ kz= 1
20+ 4dy+ =z 3
kr+ 2y— =z 3

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de k.
b) (0.5 puntos). Resolverlo en el caso k = 2.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k= 1.

Problema 17.2.3 (2 puntos) Dadas las matrices

1 20 1 00 T 0
M=|2 10|, I=1010], X=|yw ]|, O=]|20
0 0 3 001 z 0

se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de A que hacen que el determi-
nante de la matriz M — Al sea igual a 0.

b) (1 punto). Para A = —1, resolver el sistema de ecuaciones lineales:
(M —ADX = 0.

Problema 17.2.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

1 0 0 001 1 0 0
A= -1 2 3 |, B=|010],I=]010
01 2 1 0 0 001

resolver la ecuacion matricial AX + 3B = B(A* + 31), donde A? denota la
matriz transpuesta de A.

Problema 17.3.2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Despeje X en la ecuacién matricial X (CD)™! = A +
X (D 'Cc~!' — B), siendo A; B; C; D matrices cuadradas invertibles.
Exprese X de Ia forma mas simple posible.

2 0 -1 1 -1
b) (1,5 puntos). ParaA=1]11 0 1 |yB=| -1 0 1 | deter-
2 1 1 1 1

mine la matriz Y tal que Y B = A.



Problema 17.4.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3+ y + mz= 1
xr— y + 2z:= -2
Se+ (m+1l)y + 2:2= 4

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores de .
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.

-1 0 2
Problema 17.5.2 (2 puntos) Dadas las matrices A = 0 a 0 |y
0 01
1 2 0
B=1]10 2 -2 |, sepide:
1 5 —1

a) (1 punto). Determinar los valores del pardmetro a, para que se verifique
a igualdad A= = I, siend a matriz | ida o 3.
la igualdad A2 = I, siendo I la matriz identidad de orden 3

b) (1,5 puntos). Para a = 2, resolver la ecuacién matricial AXA~1 = B.

¢) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz (2B3)~1.

Problema 17.6.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
ar— y + z= 0
4+ y + az= 0
ar+ 4y + 2z= a
se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores del parametro a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = 1.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = —1.

Problema 16.1.1 (3 puntos) Dadas las matrices

2 4 2 = x 0
A= =1 m m |: B= 0 X=| vy O=120
=, 2 1 —1 z 0

se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segiin los valores de m.
b) (0.5 puntos). Caleular el determinante de la matriz A%
¢) (0,75 puntos). Para m = —2, resolver el sistema AX = O.

d) (0,75 puntos). Para m = 0, resolver el sistema AX = B.



Problema 16.2.3 (2 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar X ¢ Y, matrices 2 x 2, tales que
3 -1 , (21 10y, (13
X*(n 2)} _(1 3)‘ X+(1 1)} _(0 1)
b) (0.5 puntos). Hallar Z, matriz invertible 2 x 2, tal que

oef 3l B pmuy, Ll B
2(35)=(17)

Problema 16.2.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
ma+ y= 0
r+ my= 0
mr+ my= 0
se pide:
a) (1,5 puntos). Discutirlo segiin los valores de m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Problema 16.3.2 (3 puntos)

a) (2 puntos). Diseutir, segiin los valores de m, el sistema de ecuaciones

siguiente:
do+ 3y+ (m—1)z= 0
r—  2y+ mz = 1
b+ my+ N |

b) (1 punto). Resolver el sistema anterior para el caso m = 1.

Problema 16.4.3 (2 puntos) Dadas las matrices:

001 3 00
A=10 1 0|, B=]10 3 0
1 00 00 3

se pide:

a) (1 punto). Calcular A y 420

b) (1 punto). Resolver la ecuacién matricial 6X = B —3AX, donde X es
una matriz cuadrada de orden 3.

Problema 16.4.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

2 3 1 00
A=10 t 2 |,el=]0 1 0 | sepide:
3 -1 ¢ 001

a) (1,25 puntos). Hallar el rango de A en funcién de ¢.

b) (0,75 puntos). Calcular ¢ para que det(A —¢I) = 0.



Problema 16.5.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

—mz+ my+ z= 0
r— my+ 3z= 4
20— 2y— z= 0

a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores del pardmetro m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.

a b

C
Problema 16.6.3 (2 puntos) Sabiendo que | d e f | = 3 v usando las
1 2 3

propiedades de los determinantes, calcular el valor de los siguientes deter-
minantes:

2a —2b ¢ 5b

a) (1 punto). | 2d —2¢ f be

-2 3 10
a—1 b—2 2c—6
b) (1 punto). 2 4 12
d e 2f
: 31
Problema 16.6.4 (2 puntos) Dada la matriz A = 10 hallar todas

a

las matrices B = (

b :
g | aue conmutan con A, es decir que cumplen
AB = BA.

c

Problema 15.1.1 (3 puntos) Dadas las matrices

111 001
A=11 1 2 =010
4 3 k 1 00

se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar los valores de k para los que existe la matriz inversa
AT,

b) (1 punto). Hallar la matriz A~! para k = 6.
¢) (1,5 puntos). Resolver la ecuacién matricial AX — A = B para k = 6.

Problema 15.2.3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

(a+2)z+ (a+1l)y= -6
r+ y= —b

se pide:

a) (1.5 puntos). Discutir el sistema segin los valores de a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea posible.



Problema 15.2.4 (2 puntos) Sabiendo que el valor del determinante

z i Z
1. 0 4
2 46

es igual a 1, calcular el valor de los determinantes:

3 01
a) (1 punto). | 3z 2y =
6 8 6

242 4+y 64z
b) (1 punto). | 3z —1 3y 3z—1
3 4 e

Problema 15.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices

a B 7~ T 1 0
A=1 v 0 « X=1uy B=1] 0 O=1|10
1 8 ~ z 1 0

se pide:

1
a) (1,5 puntos). Calenla o, v v paraque | 2 | sea solucion del sistema
3
AX =B.
b) (1 punto). Si 5 = v = 1 ;Qué condicién o condiciones debe cum-
plir & para que el sistema lineal homogéneo AX = O sea compatible
determinado?

¢) (0,5 puntos). Sia=—1, =1y ~ =0, resuelve el sistema AX = B.

Problema 15.4.3 (2 puntos) Dada la matriz:

-1 -1 a
A= -3 2 a |, se pide:
0 a —1

a) (1 punto). Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga

inversa.

b) (1 punto). Calcular la matriz inversa A=! de A, en el caso a = 2.

Problema 15.4.4 (2 puntos) Por la compra de cinco cuadernos, dos rotu-
ladores v tres boligrafos se han pagado veintiddés euros. Si se compran dos
cuadernos, un rotulador y seis boligrafos, el coste es de catorce euros. Se

pide:

a) (1 punto). Expresar, en funcién del precio de un boligrafo, lo que cos-
tarfa un cuaderno v lo que costarfa un rotulador.
b) (1 punto). Calcular lo que deberiamos pagar si adquirimos ocho cua-
dernos v tres rotuladores.



Problema 15.5.2 (3 puntos) Dadas las matrices:

1 a a T 0
A= 1 a 1|, X=|lwv ]|, O=] 0
a—1 a 2 z 0

a) (1 punto). Determinar el valor o valores de a para los cuales no existe
la matriz inversa A~!.

b) (1 punto). Para o = —2, hallar la matriz inversa A1,

¢) (1 punto). Para a = 1, calcular todas las soluciones del sistema lineal
AX = 0.

Problema 15.6.3 (2 puntos) Dada la ecuacién matricial:
a 2 1 1
.B =
(57)==(11)
donde B es una mafriz cuadrada de tamano 2 x 2, se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de a para los que esta ecuacién
tiene solucion.

b) (1 punto).Calcular B en el caso a = 1.

Problema 15.6.4 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz:

o

o

2
2 2 -1 a
A=
1 1 1 6
3 1 -4 a
segin los valores del parametro a.
Problema 14.1.2 (3 puntos) Dado el sistema
T+ 2y+ (m+3)z2= 3
+ y+ (@d+m-—m?z= 3
2r+ 4y+ 3(m+2)z= 8

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto). Resolverlo para m = 2.

Problema 14.2.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Dada la matriz A = ; ? v la matriz X = L ? )

obtener las relaciones que deben cumplir x, y, =, t para que la matriz
X verifique AX = X A.

b) (0,5 puntos). Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula
v de la matriz identidad que cumpla la igualdad anterior.

c) (0,5 puntos). Calcular la inversa de la matriz A.



Problema 14.2.4 (2 puntos) De las matrices cuadradas A y B se sabe que:

210 -2 0 0
A+B= 2.0 0 A2 —AB+BA-B’= 0 20
-1 0 2 2 -1 0

a) (1 punto). Calcular la matriz A — B.

b) (1 punto). Calcular las matrices A y B.

Problema 14.3.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

ar+ Ty+ bHz= 0
r+ ay+ z= 3
y+ z= -2

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores de a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 4.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 2.

Problema 13.4.4 (2 puntos) Calcular el valor del determinante

r 111
1y 11
11 =1
4 E 9

Problema 14.4.2 (3 puntos) Dadas las matrices

1 A 0 01 1
A= 4 1 2 B=| 10 —1
0 -1 -1 21 0

Se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para el cual la ecuacién matricial XA =
B tiene solucién unica.

b) (1 punto). Calcular la matriz X para A = 1.

¢) (1 punto). Calcular el determinante de la matriz A2B en funcién de \.

Problema 13.1.2 (3 puntos) Dado el sistema lineal de ecuaciones:

r+  y+ 22= 2
—3r+ 2!j+ dz=1 2
Qx+ my— S5z= —4

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto) Resolverlo para m = 1.



Problema 13.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

o+ 2y = 1
dr+ y= —a
—3r+ 2ay = i

se pide:

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segun los valores del parametro a.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema cuando sea compatible..

Problema 13.4.3 (3 puntos) Dadas las matrices

0 1 2 4 -1 1 -2
A=| -2 -1 0|, B= -2 =3 -7 -8
1 a 1 3 2—a 3+4+a 3

se pide:

a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcion de a.

b) (1 punto). Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Problema 13.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices

k B2 12 4 T
A= 1 -1 k |. B= 6|1, C=3|.X=]|wy
2k -2 2 8 3 2

se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.

b) (0,75 puntos) Para k
AX =B.

2, hallar, si existe, la solucién del sistema

c) (0,75 puntos) Para & =
AX =C.

1, hallar, si existe, la solucién del sistema

Problema 13.5.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3r+ 2y+ (a—1)z= 1
—r+  ay+ z
22+  y— 2z= 3

l
I
o

se pide:

a) (2 puntos). Discutir sus soluciones segun los valores de a.

b) (1 punto). Hallar la solucién del sistema para a = 1.



o

Problema 13.6.2 (3 puntos) . Sabiendo que | 1 1 0 | = 1, calcular los
2 3 5
siguientes determinantes:
3 1 0 c+1 y+1 =
a) (1,5 puntos) | 3z y 2= |, b) (1,5 puntos) | 2—xz 2—y —=
6 3 10 3 4 5

Problema 13.7.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3a+ ay+ 4z = 6
z+ (a+ly+ z= 3
(a—1)z— ay— 3z= -3

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segtn los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —1.

Problema 12.5.3 ( 2 puntos). Calcular el rango de la matriz

1 3 -2

-1 1 a

= 2 0 —a
a+2 0 a

segiin los valores del parametro a.

Problema 13.8.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

€r— 2z = 2
ar— y+ 2= -—8
2x+ az = 4

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segun los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo para a = —5.

Problema 12.1.1 (3 puntos) Dado el sistema:

Az + 2= 2
r+ Ay— z= 1
r+ 3y+  z= 2\

se pide:

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segiin los valores del pardmetro A

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema para A = 1.



Problema 12.2.1 (3 puntos) Dadas las matrices:

2 -1 -1 100
A= 1 0 1|, I=1010
-2 2 3 001

Se pide:

a) (1 punto). Calcular A% —4A + 31

1
b) (1 punto). Demostrar que la matriz inversa A~! de A es 5(4] —A).

¢) (1 punto). Hallar la matriz inversa de la matriz A — 2/,

Problema 12.3.1 (2 puntos) Dada la matriz:

20 -2 a®
A=1] -1 a —1
2 1 a

Se pide:

a) (1 punto). Calcular el rango de A en funcién de los valores de a.

T 2
b) (1 punto). En el caso de a = 2, discutir el sistema A| y | =] 1
z b
en funcion de los valores de b, y resolverlo cuando sea posible.
x -1
¢) (1 punto). En el caso de a = 1, resolver el sistema A | y 2
z 2
Problema 12.4.2 (3 puntos)
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones AX = B, donde
0 1 (m—1) T m
A= 0 m—1 1 = M2l @ | B m
m — 2 0 0 z m+ 2

segin los valores de m.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema en los casos m =0y m = 1.

Problema 12.5.4 (2 puntos). Dada la matriz

sinz cosx O
M= cosz —sinz 0
0 0 1

se pide:
a) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz M.
b) (1 punto). Hallar la matriz M?2.

c) (0,5 puntos). Hallar la matriz M2°.

10



Problema 12.6.2 (3 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales

20+ 4y = 4k
—K}z+ Kly+ kz= O
o+ ky = 2

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo en funcién del valor del parametro k.
b) (0’5 puntos). Resolver el sistema para k = 1.

c) (0’5 puntos). Resolver el sistema para k = 2.

Problema 11.1.3 (2 puntos) Obtener, para todo niimero natural n, el valor

11’““+ f. 8 &°
11 11

Problema 11.1.4 (2 puntos) Discutir razonadamente, en funcién del pardmetro

k, el siguiente sistema:

z+ ky+ z= k42
ka4 y+ 2= k
z+  y+ kx= 2(k+1)
Problema 11.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:
T+ e 2
T+ Ay— z= 4
—Ar— y— z= -=5H

a) (1 punto) Discutirlo para los distintos valores del parametro A
b) (1 punto) Resolverlo cuando el sistema sea compatible indeterminado.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = —2.

Problema 11.3.3 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

a+ ky— z= 0
20—  y+ 2=z
x— dy+ kz= 0

Il
=]

se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valores del pardametro £ el sistema tiene
soluciones distintas de x =y = 2 = 0.

b) (1 punto) Resolverlo para el casa de k = 3.

Problema 11.3.4 (2 puntos) Dadas las matrices:
1 1 10
(1) ()

a) (1 punto) Hallar dos constantes a y b, tales que A% = aA + bl.

se pide:

b) (1 punto) Sin calcular explicitamente A3 y A%, y utilizando sélo la
expresién anterior, obtener la matriz A%

11



Problema 11.4.2 (3 puntos) Dado el sistema:

r+ ay— = a
ar+ 2z= =2
T+ z = =2

a) (2 puntos) Discutirlo segiin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo en el caso de a = 0.

1
Problema 11.5.1 (2 puntos) Sabiendo que | 6

a f

las propiedades de los determinantes, calcular:

3
3 | = 3, y utilizando

K O N

!

2 4 6\
a) (1 punto) El determinante de la matriz | 6 0 3
a B A
10 20 30
b) (1punto) | 2 0 1
30 35 3y

3a+2 38+4 3y+6
¢) (1 punto) 20 20 2~
a+6 8 v+3




